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緒論
 Lcbesgue 積分は積分論の立場より見れば, 微分と積分との可逆性に欠けている、点 で不完全
 である。 又その絶対可積性も却って可積分函数の範囲を狭くしている。
 Lebesgue 積分の拡張として, 種々の非絶対収束積分 が定義された。 この中のいくつかは,
 拡張された微係数の特性に基づいて定義 掴/ たものであ り, 他は何等かの意味の近似和の極限
 として定義されている、 本文では前者:.II蚕,する積分につい で考察す る。 この種の積分を定義す
 るには 二つσ)型がある。 一・」 つは記」'信的或ぱ Denjoy 'll」 定義とよはれ るもので不定積分の微係数
 に関する方法、 即ち原始函数の概念、二kるものである 他の型は Perron 型とよはれ, ヒ函数
 ・下函数の概念を利用する 方法であ る。 いづれの場合 でも定積分の 一意性 を保つためには・・』般
 化された絶対連続函数の概念が必要になる。 粗雑な着'い方をすれば, ある拡張された微係数が
 与え られている時, これに対応する適当な絶対連続函数が定義できれは, 適当な付加条件の ド
 で Lebesgue 積分を含む一つの非絶対収束積分を定義することができる.
 第・一章では Perron 型及び Denjoy 型積分の公理論的取扱いを論一i」る。 第二章では Burki11
 の定義した Perron 型 CP 積分と洲之内・宇田川の定義した積分との関係及ひ CP 積分の特徴
 づけを述べる, 第 』二三 rl量では著者が導入した Denjoy lllll AD ll!紛,.!)、・て, その性質, 特徴づ
 け, 他積分との関係等を考察する。 第四章では以上の各車にあげ 汚こ問題 ・二 直接的な関係はない
 が, 間接的には互に関係をもち, 特にこれらの積分の内在的関係を考察するのに参考となるも
 のをまとめる。
 第一章 微係数と積分
 定義 M を [a, b〕 で定義された可測函数の線形空間とする。 f(x)∈M と x∈〔a, b〕 に対
 して次の条件をみたす拡張された実数値 GD f(x) が…意に定まる時, GD f(x) をfの xに
 おけ る一 股下 微 係数とよ ぶ。
  (i) GD トー0,
  (lb GD Lf、」く)←gくx).1≧GD f(xノ・GD gしXl.
  (iii) fが微分rlj能なら、よ
    GD 〔fl。 x) 十g(x) ・= Df(x) 十(ノD g(x.㌧
  (iv) GD f(x)⊇≧D f(x),
  (v) αラ0ならはGDl.αf(x)=αGDf〔x), '
  (vi) a、 b〕 の各点で GDf(x)1≧0 ならはfは 〔a, b〕 で非減少である。
 又一般上微係数 GD f(x) を GD f(x)=一GD 〔一f(x)〕 で定める。
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 定義 函数 U(x)∈M がfの 〔a, b〕 における一般.上函数であるとは条件
  (i) U(a)=0,
  (li) 〔a, b〕 の各点で GD U(x)>一〇〇,
  (lii) 〔a, b〕 の各、点で GD U(x)1≧f(x),
 をみたすこととする。 一般下函数 L(x) も対応して定義される。 inf U(b)=sup L(b) が有限
                            ひ ノド
 の時 fを 〔a, b] で一般 Perron 可積分であるといって, 共通1直をfの一般 Perron 積分と
 言 う。
 この定義のもとで, 一般 Perron 積分が Perron 型積分のもつ基本的性質を備えていること
 を示す。 特に M を 〔a,b における可測函数の全体とし, G工), GD として夫々近似上, 下
 微係数をとれば, 又 M を、a, b〕 での特殊 De司oy l」∫積分函数の全体, GD, GD として
 夫々 cesaro 上, 下微係数とおけば, 洲之内・宇田川 (Tohoku Matb・ J、, 19給) の定義した近
 似連続, Cesaro 連続 Perron 積分をうる。
 Delljoy 型積分についても, 泉 (Proc. Imp. Acad、 Tokyo, 19把) の考えをさらに拡張する
 ことによって, 一般化された絶対連続函数を公理で定義し, 特殊・一般 Denjoy 積分及び著者
 が第三章で導入する AD 積分を含む一般 De旦ioy 積分を定義し, その性質をのべることがで
 き る。
 第二章 Cesaro-Perron 積分
 洲之内・宇田川は Burkl11 (Proc. London Math. Soc., 1932) が与えた CP 積分を定義する
 際, 一ヒ函数及び下函数に Cesaro 連続性を仮定しなくても Perron 型積分が定義できることを
 示し, 更にこの場合でも不定積分が Cesaro 連続なるこヒを,lli三明した。 著者はこの両積分が同
 値であることを Sargent (Proc・ Lolldon Math・ Soc・, 1941) によって導入された CP 積分の記
 述的定義を用いることによって示す。
 次に CP 積分 を 特徴づけ るために, Saks (Theory of the integral, P.254) の抽 象積分の概 念
 を次のように拡張する。
 定義 Io=〔a, b〕 を固定した区間とし, T を Io の各部分区間 1ニ〔α, β〕 に対して1上で定
 義された函数のある集合 K(T, 1) 玖び f∈K (T, 1) に対して一つの実数 丁ぽ, 1) 或は T¢β(f)
 を対応させるオペレーションとする。 T が次の条 f牛をみたす時 Cesaro 連続積分とよび,
 f∈K(T, 1) ならば, fは 1 で 丁 可積分であるという。
 ({) J⊂1 なるすべてのJに対して K(T, J) ⊂K(T, 1) である。
 1=・〔α, β〕・ f∈K (T, 1) なら!ま F(x)==丁函$(f) (α≦x≦β) は Cesaro 連続である。
 (ii) It・ 12 を二つの隣接区間とし, f∈K(T, 11)∩K(T, 12) とすれば f∈K(T, 11UI2) で
            T(f, 11)十丁(f, 12)=T(f, 11UI2).
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 定義 次の条件 (C), (H) を夫々 丁 積分の Cauchy, Hamack の性質とよぶ。
 (C) fが 〔r, δ〕⊂(α, β) をみたすすべての区間 〔ア, δ〕 で 丁 可積分であり,
 C-llm Tγδ(f) が有限ならば, fは 〔α, β〕 で T 'i」」積分であって
 鍔士
          丁函β(f) =:C- 1im Tγδ(f)
               ㍑f
 が成立する。
 (H) Q を1に含まれる閉集合とし, Q の1に関する隣接閉区間列を {工孟,=〔aた, b,、〕} と
 する。 fは Q で Lebesgue 可積分, 各 1泊 で丁 可積分, 更に
           
          Σ] sup lC(F血, a㌃, x)1〈oo,
          七口1 αんくエ〈㌧
          の
          Σ sup IC(F左, b七, x)一F七(bん)1ぐ。。
          腿1 駄くτ< %
 ならば f∈K(T, 1) であって
          T(£ 1)一(L) ∫Q f(t)dt+妻、 T(£ 1七)
 が成立する。 但し F七(x)=T。評(f) (恥くx≦b㌃) とす る。
 CP 積分が性質 (C), (H) をみたすことは夫々 Grimshaw (Proc. Cambridge Phllos・ Soc.,
 1933), Sargent によって示されてい る。
 定理 CP 積分は Lebesgue 積分を含み, (C) 及び(H) をみたす最小の Ces直ro 連続積分で
 ある。
 第三章 近似連続 Denjoy 積分
 まづ, 絶対連続の概念を次のように拡張する。
 定義 有限値函数 F が集合 E で AC であるとは, ε〉0 に対して δ>0 が存在して
          Σ {F(b鳶) _F(a丑)}>..一一ε
 が E に端点をもつ区間の有限列 {(a恥, b勘)} で Σ(bra尭)<δ をみたすものについてつねに
 成立することである。 AC も対応 して定義される。 E が閉集合の 口∫算和で表わされ, 各閉集合
 上で AC なる時 (ACG) であるとい う。 (ACG)も同様にして定義される。 rACG M1. rACG)
 のとき (ACG) とかく。
 定理 Fが 〔a,b〕 で近似連続, (ACG)且 ADF(x)≧O a. e。 ならばFは 〔a,b〕 で非減
 少であ る。
 この定理のもとで, 近似連続 Denjoy 積分を次のように定義する。
 定義 fを 〔a, b〕 上で定義された函数とする時, 〔a, b〕 上で近似連続, (ACG) である函
 数F が存在して ADF(x)=・f(x) a. e・ ならば, fは 〔a, b〕 で AD 可積分であるという。 積
357
 分偵を F(b)一F(&) で定義する。
 定積分が一意に定まることは上の定理によ って保償されている。
 AD 積分の Cauchy, Hamack の性質は次の形で述べられる。
 定理 fがすぺての 〔る β〕 (a<β〈b)でAD 可齢 ap 1島 (AD) ∫lf(t)dt-」 ならば
 fは 〔a・ b〕でAD 可積分且 (AD) ∫lf(t)dt-」 である・
 定理 E を 1。=〔a, b〕 に含まれる閉集合, {1勘} をE の Io に関する隣接閉区間列とする・
 fは E ヒで Lebesgue 可積分, 各 1た で AD rl∫積分とする。 更に次の二条件をみたすものと
 する。
 (i) Σi(AD)∫,急f(t)dt'・…
 磁) x∈E を {1髭} の集積点とすれば, x を密集点にもつ果合 恥 が存在して xの十分小
 なる近傍内の {1諺 のすぺての端点を含み,
          Iim O (AD, f, EエUI北)=0
 をみたす。 しかるときは fは Io で AD 可積分で, 次式をうる。
          ゆ1 ∫、. f(t)dt一(L) ∫κ f(t)dt+Σ(AD) ∫∫, f(t)dL
 次に Cesaro 連続積分の定義において, Cesaro 連続ゐ代りに近似連続とおくことによって近
 似連続積分 丁 を定義する。 この積分ア) しC), (HI を ヒの定理において AD 積分を 丁 積分と
 おくことによって定めれば, 次の定理をうる。
 定理 丁を Lebesgue 積分を含み、 (C), (H) をみたす任意の近似連続積分とすればT⊃AD
 である。
 更に AD 積分と同値な Perroll 型積分を'」・えることができる。
 定理 AD 積分は広義 Denjoy 積分及び Burki11 (Math. Zeit,, 193D の AP 積分を完全に
 含む。 しかし Ridder (Fulld. Ma仁h.,1934) の 13 積分と同値である。
 第四章 其の他の積分
 まづ, 洲之内・宇田川が与えた.近似連続 Perron 積分の Cauchy α)性質をのべる。 しかし二
 の積分が Burki11 の AP 積分と同1直であるか'fかは未解決である、 次に CP 積分の拡張こし
 て, Ellis (Canad・ 」. Math., 1併9) が定義した GM 積分に同値な Pcrro11 型積分を 1ゴ・える。
 さらに, CP 積分の Sticltjes 型の拡張を考察し, Ward (Math. Zeit., 1936) の方法によって,
 ('PS 積分を導入して, その性質をのべる。 最後に, AP 積分と 一般 Denjoy 積分とが com-
 patible であることを, 著者が第三'i定で1辱た 一定理を用いて直接証明する。
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 論文審査結果の要旨
 積分論の立場からいえば, Lebesgue 積分は微係数の逆としての不 定積分の問題を完全 には解決して
 いないこと と, 広義 Riemam 積分 を含まないという二つの欠点がある。 この欠点を補って而 もLebesgue
 積分より広い積分が, 琵njoy, Perron, hsin等により, 或は構成的な方法で, 或は記述的な万法で,
 或は上函数による方法で与えられ, その{生質が研究された。 特にこれ ら別々の万法で与え られた積分は
 同値であることが示さ れ, 又Gaudhy とHamack の条件なる積分拡張の二つ の条件を設定する と, 上の
 積分 は, 王ebesgue 積分 を含みこの条件をみたす最小な完備積分として特徴付 けが 可能なことが示され
 ている。
 その後, 微係数をさらに拡張し, 上述の方法による積分が種々の人によって与えられたが, 只断片的
 なものでその相互 の間の 関係 も不明な点が多 かっ た。 本論文の筆者 はこ の点 に着目し正測度 の集合の上
 で確かに拡張になっている二つ の注目 すべき微係数を取上げ, 上に のべた D)njoy, Perron 等の方法に
 従いこれを統一的 に研 究し たのであ る。
 第1章では一般に抽象的な微係数を与えた時, これが如何なる条件 をみたせ ば, 上函数による方法及
 び記述的な方法による積分が定義で き, 而もその値が一意になるか等を論じ, 以下に用いる二つの微係
 数はこ の為 に好ましい条件 をみた してい ることをのべ て, 以下の章の準備としたものである。
 第2章で はまずCesero 微係数に関する二つの方法による積分が同値であ り, なお種 々定義されてい
 た中間的な積分 も皆一致 すること を示してい る。 さら に適当なCauchy 条件 とHarn8ck 条件 を定義する
 とこ の積分の特徴付け が出来 ることを証明してい る。
 第3章では近 似 D)njoy 積分 を記述的 に定義 し, その性質を示している。 この積分は+分に広く, 近
 似 R}rron 積分 を含んでいることが示されてい るが, 逆に近似 Perron 積分 に同値な 琵nj oy 型積分 を得
 ることには成功していない。 しかし筆者の近似 聾njoy 積分も適当な (》udhy・ Harnack 条件 の下で 島bes-
 gue 積分を含む完備積分と して 特徴ずけられ てい る。
 第4 章ではこ の他 に種々定義され てい る積分 の相互関係等が論ぜられて いる。 この中には今後の 問題
 に展望 を与える興味深 いものもある。
 以上を要す るに久保田は従来等閑に附せ られていた積分論の統・一的研究という 問題 をと らえ, 相当程
 度 の成功 をお さめた ものである。 そ の得た結果 は積分論の 発展に貢献する所が多 いと考え られる。
 よっ て, 久保田陽人提出 の論文 は理学博士の学位論文として合格と認め る。
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